TOPOLOGTA
WPPT I, sem. letni

EGZAMIN I

Wroclaw, piatek 13 czerwca 2008

ZADANIE 1. (7p)
Dana jest przestrzeri metryczna (X, d). Niech

dy(z,y) = min{d(z,y),1}.

Sprawdz,
A) ze d; jest metryka (sprawdZ starannie warunek tréjkata);
B) ze d; (wiedzac, ze jest metryka) jest réwnowazna z d.

ROZW.
A) mamy:

dy(z,y) + di(y, 2) = min{d(x,y), 1} + min{d(y, 2),1} =
min{d(z,y) + d(y, 2), d(z,y) +1, 1+d(y,z), 1 +1} >
min{d(z, 2),1,1,1} = di(z, 2)

B) oczywiscie di < d wigc zbiezno$é w d implikuje zbiezno$é w dy. Na odwrét:
Niech ciag x, — = w d;. To znaczy, ze dla dostatecznie duzego n, dy(z,,z) < 1.
Ale wtedy di(xp,x) = d(z,, z) 1 skoro jest zbiezno$¢ w dy to i w d.

ZADANIE 2. (8p)

Udowodnij, ze zupetnos¢ metryki d na przestrzeni X jest réwnowazna z ponizszym
warunkiem. Trzeba udowodnié¢ implikacje w obie strony:

A) =

B) «—

Warunek: Jesli F), jest zstepujacym ciagiem niepustych zbioréw domknietych w X
o érednicach malejacych do zera, to ), Fy, # 0.

ROZW.

A) Zakladamy zupetos$é. Z kazdego zbioru F,, wybieramy po jednym punkcie x,.
Otrzymany ciag jest podstawowy, gdyz wszystkie elementy x,, o indeksach powyzej
ng sa w Fy,, a wigc ich wzajemne odleglosci nie przekraczaja Srednicy zbioru F,,
ktéra dla dostatecznie duzego ng jest odpowiednio malta. Z zupetosci ciag x,, ma
granice x. Z domknietosci kazdego ze zbioréw F,, z € F,, (bo ciag x, od miejsca
n lezy w F,). Zatem x nalezy do przekroju wszystkich F,,, czyli przekrdj ten jest
niepusty.

B) Zalézmy ten warunek o zbiorach. WeZzmy ciag podstawowy ale nie zbiezny x,.
Poniewaz ciag podstawowy majacy podciag zbiezny jest zbiezny, wiec nasz ciag
nie ma podciagéw zbieznych. Zatem zbiory F,, = {@n,Zn41,...} sa domkniete.
Ponadto sg zstepujace, a ich srednice dazg do zera (podstawowosé), oraz ich przekrd;
jest pusty (bo brak podciagéw zbieznych implikuje tez, ze kazdy punkt wystepuje
w tym ciggu co najwyzej skoricznie wiele razy, zatem nie wystepuje w przekroju).
Sprzecznosé.



ZADANIE 3. (8p)

A) Udowodnij, ze jesli f : X — Y jest funkcja ciagla z jednej przestrzeni metrycznej
w druga, to jej wykres F' = {(z, f(x)) : € X} jest zbiorem domknietym w X x Y
z metryka maximum. Podaj przykiad na to, ze odwrotna implikacja nie zachodzi
(ale weZ pod uwage, co méwi punkt B)).

B) Wykaz, ze jesli Y jest zwarta, to domknigto$é wykresu F implikuje ciaglo$é f.

ROZW.

A) Niech ciag punktéw z wykresu (x,,, f(x,)) zbiega do jakiegos (z,y) w produkcie.
Oznacza to, ze x, — 1 f(z,) — y. Z ciaglodci, f(x,) musi zbiega¢ do f(x), czyli
y = f(x). Stad punkt graniczny (z,y) to (z, f(z)) i nalezy on do wykresu. To
dowodzi domknietosci wykresu.

Niech X =[0,1], Y =[0,1), f(z) = = z tym, ze f(1) = 0. Wykres jest domkniety
w produkcie, bo ,,brakujacy” punkt (1,1) nie nalezy do przestrzeni produktowe;j.
Funkcja oczywiscie nie jest ciaglta w x = 1.

B) Niech Y bedzie zwarta a wykres domkniety. Niech z, — = w X. Wtedy z
kazdego podciagu f(z,) mozna wybraé¢ podciag zbiezny. Trzeba pokazaé, ze zawsze
do tej samej granicy f(z), to da zbieznosé calego ciagu f(x,) do f(x) czyli ciaglosé.
Wiec wezmy podciag f(xy, ) zbiezny do jakiegos y. Wtedy ciag (2n, , f(xn, )) zbiega
w produkcie do (z,y). Z domknietosci wykresu, punkt ten (czyli para (z,y)) nalezy
do wykresu. Ale to oznacza, ze y = f(z), co wlasnie trzeba bylo pokazaé.

ZADANIE 4. (8p)
A) =B) Znajd7 granice (w metryce supremum) ciggu rekurencyjnego funkeji ciagtych
okreslonych na przedziale [0, 3]: f1(2) = /&, fas1(x) = [§ falt)dt + 1.

ROZW. Na C([0, ]) (z metryka supremum) rozwazamy odwzorowanie T(f) = g
gdzie g(z) = fow f(t)dt+1. Jest to odwzorowanie Lipschitzowskie ze stala %, bo jesli
dwie funkcje sa oddalone o (co najwyzej) r, to ich calki od zera do x sa oddalone
o co najwyzej rz. Poniewaz z < %, to mamy szacowanie przez %r. No to teraz
wystarczy znalez¢é punkt (czyli funkcje) staty wzgledem T'. Czyli funkcje speiajaca

flz) = / f(®)dt + 1.
0
Latwo widaé, ze f(x) = e® spelnia to réwnanie. Czyli ciag nasz dazy do e”.

ZADANIE 5. (6p)

A)= B) Podaj przyktad metryki na prostej R réwnowaznej ze zwykla metryka d
,,modut réznicy”, ktéra jest ograniczona ale nie catkowicie ograniczona.
Wskazowka: wykorzystaj cos, co jest w zadaniach z tej listy.

ROZW. Wystaczy wziaé metryke d; = min{d, 1}. Przestrzeni (R,d;) jest ograni-
czona (zawarta w kuli o promieniu 1 wokét zera (lub dowolnego innego punktu)).
Natomiast nie jest catkowicie ograniczona, bo kule o promieniu % sa takie same jak
dla d i nie pokryjemy prostej skoriczenie wieloma takimi kulami. Réwnowazno$¢ dy
z d wynika z zadania 1.

ZADANIE 6. (7p)

Udowodnij, ze na prostej ze zwykla metryka zbiér A = [0,1) U (2,3]U[4,5) U ---
jest typu

A) Gs

B) F,.



ROZW.

A) Niech U, = (-1, 1)U(2,3+ L )U(4— L 5)U.... Jest to zbidr otwarty i przekrd;
(przeliczalny) zbioréw U,, daje A. Wigc A jest typu Gs.

B) Niech F,, = [0,1 - 1JU[2+ 1 3]U[4,5— 1] U.... Jest to zbiér domkniety (ale
nie dlatego, ze jest suma przedzialéw domknietych, tylko dlatego, ze dopekienie
jest otwarte). Zbiér A jest suma (przeliczalng) zbioréw F,, czyli jest typu F,.

ZADANIE 7. (6p)
A) Podaj definicje zbioru I kategorii (definiujac pojecia posrednie).
B) Sformutuj twierdzenie Baire’a.
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